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Abstract
We propose a generalization of the notion of R-split mixed Hodge structure by defining a R-
splitting level for mixed Hodge structures. This is a discrete invariant taking values in positive
integers and equal to 0 for R-split mixed Hodge structures. We describe some properties of this
invariant for classical operations on these structures and give some explicit calculation.
Re´sume´
Nous proposons une ge´ne´ralisation de la notion de structure de Hodge R-scinde´e en de´finissant
un niveau de R-scindement pour les structures de Hodge mixtes. C’est un invariant discret a` valeur
dans les entiers positifs qui vaut 0 pour une structure R-scinde´e. Nous de´crivons le comportement
de cet invariant par les ope´rations naturelles sur les structures de Hodge mixtes et donnons quelques
exemples de calculs.
Mots-clefs: The´orie de Hodge, Matrice des pe´riodes, Fibre´s vectoriels.
Code matie`re AMS: 14C30-32G20.
1 Introduction
Les structures de Hodge mixtes apparaissent naturellement sur les groupes de cohomologie des
varie´te´s complexes (voir [Del2],[Del3]). Ce sont, pour ainsi dire, des extensions successives de struc-
tures de Hodge pures, mais elles n’admettent pas en ge´ne´ral de de´composition en somme directe par
des sous-espaces Hp,q tels que Hp,q = H
q,p
. On peut cependant trouver une de´composition qui a des
proprie´te´s analogues. En effet, d’apre`s Deligne, la donne´e d’une structure de Hodge mixte (W•, F
•)
sur un espace vectoriel HC = HR⊗RC de´finit une bigraduation canonique de HC : HC = ⊕p,q Ip,q
qui satisfait les proprie´te´s suivantes :
(i) Wm = ⊕p+q≤mIp,q.
(ii) F p = ⊕i≥p ⊕q Ii,q.
(iii) Ip,q = I
q,p
mod Wp+q−2.
La structure de Hodge mixte est dite R-scinde´e si pour tous (p, q) : Ip,q = Iq,p. C’est le cas
en particulier, d’apre`s (iii), si c’est une structure de Hodge pure ou si la filtration par le poids W•
est de longueur 1.
D’apre`s [C-K-S], a` toute structure de Hodge mixte peut eˆtre associe´e de manie`re canonique une
structure de Hodge mixte R-scinde´e en modifiant la filtration de Hodge F •. Ce re´sultat se montre
en conside´rant l’alge`bre de Lie nilpotente : l−1,−1 = {X ∈ End(VC) : X(Ip,q) ⊂ ⊕r<p,s<qIr,s}
Le fait que l
−1,−1
= l−1,−1 induit une structure re´elle sous-jacente, l−1,−1R = End(VR) ∩ l−1,−1.
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On montre alors que pour toute structure de Hodge mixte H = (HC,W•, F
•) il existe une unique
δ ∈ l−1,−1R tel que H ′ = (HC,W•, e−i.δ.F •) soit R-scinde´e.
Notre intention ici est de mesurer, par un invariant a` valeurs discretes, a` quel point une structure
de Hodge mixte H = (HC,W•, F
•) est ”loin” de la structure R-scinde´e associe´e en utilisant les
positions relatives des trois filtrations de´finissant la structure de Hodge mixte : la filtration par le
poids, la filtration de Hodge et la filtration conjugue´e a` la filtration de Hodge par rapport a` la struc-
ture re´elle sous-jacente. Dans ce but, on conside`re les dimensions des intersections des sous-espaces
donne´s par les filtrations. Tout d’abord, les nombres de Hodge hp,qH = dimCGr
F•
p Gr
p+q
W•
HC. Ils
sont constants sur l’ensemble des structures de Hodge mixtes obtenues par action sur H de l’alge`bre
de Lie nilpotente l−1,−1. Nous introduisons les entiers tp,qH = dimCGr
F
•
q Gr
F•
p HC. En ge´ne´ral ces
entiers ne sont pas constants lors de la de´formation de H par l’action conside´re´e. Leur de´finition fait
intervenir la filtration conjugue´e a` la filtration de Hodge, ainsi, pour une variation de structures de
Hodge mixte, ils sont constants sur des strates analytiques re´elles de la base de la variation (voir [P],
en pre´paration). La motivation ge´ome´trique de l’introduction d’un tel invariant est de permettre
d’e´tudier les variations de structures de Hodge mixtes a` l’aide de ces strates analytiques re´elles. On
donne ainsi comme de´finition du niveau de R-scindement :
De´finition. Le niveau de R-scindement d’une structure de Hodge mixte H = (HC,W•, F
•) est
l’entier :
α(H) =
1
2
∑
p,q
(p+ q)2.(hp,qH − tp,qH ).
Lorsque H est R-scinde´e, comme tp,qH = h
p,q
H = dimC I
p,q, l’invariant α est nul. En ge´ne´ral, c’est
un entier ne´gatif. Avant de de´crire le comportement de cet invariant par les ope´rations naturelles
sur les structures de Hodge, expliquons qu’il peut eˆtre obtenu a` partir du caracte`re de Chern d’un
fibre´ vectoriel sur P2 construit a` partir des filtrations.
Conside´rons le cas ge´ne´ral ou` l’espace filtre´ que l’on e´tudie ne provient pas force´ment d’une
structure de Hodge mixte. Soit, donc, (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) un espace vectoriel de dimension finie muni
de trois filtrations de´croissantes et comple`tes. Pour e´tudier les positions relatives de ces filtrations
sur V , on associe a` ce triplet de filtrations un fibre´ vectoriel ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) sur P
2, appele´
fibre´ de Rees. Il est obtenu en recollant des faisceaux cohe´rents sur les cartes affines standards
A2 ∼= SpecC[u, v] recouvrant le plan projectif associe´s a` des C[u, v]-modules construits a` partir des
intersections des sous-espaces associe´s aux filtrations. On peut alors de explicitement calculer le
caracte`re de Chern ch(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )) a` partir des dimensions des intersections entre ces sous-
espaces. Revenons aux structures de Hodge mixtes. Soit H = (HC,W•, F
•) une telle structure, on
applique la construction du fibre´ de Rees a` (HC,W
•
. , F
•, F
•
), ou` W •. est la filtration de´croissante
associe´e a` la filtration croissante W•. On peut alors montrer que α(H) = c2(HC,W
•
. , F
•, F
•
). La
motivation pour exprimer l’invariant ainsi est de pouvoir e´tudier son comportement en famille en
associant une famille de fibre´s vectoriels a` une variation de structures de Hodge mixte. On utilise
ensuite la semi-continuite´ de cet invariant pour de´finir une stratification analytique re´elle de la base
de la variation ou des espaces classifiants de structures de Hodge mixtes en ge´ne´ral (voir [P]).
L’invariant α se comporte bien vis-a`-vis des ope´rations naturelles sur les structures de Hodge
mixtes :
The´ore`me. Soient H et H ′ deux structures de Hodge mixtes, alors :
(i) pour tout k ∈ Z, α(H ⊗ T 〈k〉) = α(H).
(ii) α(H∗) = α(H) ou` H∗ = HomSHM (H,T 〈0〉).
(iii) α(H ⊕H ′) = α(H) + α(H ′).
(iv) α(H ⊗H ′) = dim(H ′).α(H) + dim(H).α(H ′).
(ou` T 〈k〉 est la structure de Hodge de Tate de type (−k,−k)).
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Il est inte´ressant ge´ome´triquement d’avoir des informations sur le comportement de l’invariant
par des morphismes des structures de Hodge. On montre par exemple que si f : X → Y est un
morphisme entre varie´te´s alge´briques complexes qui induit un morphisme injectif sur la cohomolo-
gie, alors pour tout k, α(Hk(X,C)) ≥ α(Hk(Y,C)). Notons Ext(B,A) le groupe des classes de
congruence d’extensions de structures de Hodge mixtes H de B par A. L’assertion pre´ce´dente est
une conse´quence directe de la sur-additivite´ de l’invariant par extension :
The´ore`me. Soient A et B deux structures de Hodge mixtes et H ∈ Ext(B,A), alors :
α(H) ≥ α(A) + α(B)
Pour finir, on donne le calcul explicite de de α(.) pour les structures de Hodge mixtes sur les
groupes de cohomologie des courbes singulie`res et non comple`tes en genre 0 et 1 en de´duisant les
entiers tp,qH de la matrice des pe´riodes.
Remerciements. Je tiens a` remercier Carlos Simpson, qui m’a donne´ ce sujet de recherche, pour
ses encouragements et son aide, et Philippe Eyssidieux qui m’a accorde´ de nombreuses discussions.
2 Fibre´ de Rees sur P2 associe´ a` trois filtrations
Dans cette section nous allons associer un fibre´ vectoriel sur P2 a` tout espace vectoriel muni de trois
filtrations (V, F •1 , F
•
2 , F
•
3 ). L’e´tude des invariants de ce fibre´ permettra d’avoir des informations sur
les positions relatives des filtrations dans V .
2.1 Filtrations et module de Rees
Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d’une filtration de´croissante F • c’est a`
dire d’une suite de sous-espaces vectoriels indexe´s par Z telle que : ∀m,n n ≤ m⇒ Fn ⊂ Fn. Une
filtration F • sur V est dite comple`te s’il existe deux entiers p et q tels que F p = V et F q = {0}.
Tous les espaces vectoriels complexes munis de filtrations seront suppose´s de dimension finie.
Toutes les filtrations seront suppose´es comple`tes et sauf avis contraire de´croissantes. On noteEnd(V )
l’anneau des endomorphisme de V .
De´finition 1 Soit (V, F •) un espace vectoriel filtre´. Un endomorphisme semi-simple Y ∈ gl(V )
scinde F • si ∀k ∈ Z F k = F k+1 ⊕ Ek(Y ) ou` Ek(Y ) est le sous-espace propre associe´ a` la valeur
propre k. Y est une graduation de (V, F •).
Toute filtration F • sur un espace vectoriel V peut eˆtre scinde´e. On peut construire un scindement
de la fac¸on suivante : F • est de´croissante et comple`te donc il existe un plus grand indice p tel que
F p+1 = {0} et F p 6= {0}. Soit {fpi }i∈Ip une famille d’e´le´ments de V formant une base de F p. On
comple`te cette famille dans F p−1 par des vecteurs {fp−1i }i∈Ip−1 pour obtenir une base de F p−1. On
ite´re l’ope´ration pour obtenir une base de V forme´e par la famille finie ∪k∈[q,p]{fki }i∈Ik ou` q est un
entier tel que F q = V . Cette famille est dite compatible avec la filtration. Soit Y l’endomorphisme
de V de´finit par Y (fki ) = k.f
k
i pour i ∈ Ik. Y est bien un scindement de (V, F •).
Une tel scindement de´finit une graduation de V i.e une de´composition de V en une somme di-
recte compatible avec la filtration : V = ⊕k=pk=qEk(Y ) et Fn = ⊕k=pk=nEk(Y ). Nous noterons Y(F •)
l’ensemble des endomorphismes de V qui scindent F •.
Soit (V, F •1 , F
•
2 ) un espace vectoriel muni de deux filtrations. Une bigraduation de V , V =
⊕p,qV p,q, est dite compatible aux filtrations F •1 et F •2 si pour tout p ∈ Z :
3
F p1 = ⊕a≥p,qV a,q et F p2 = ⊕p,q≥bV p,b.
Il existe toujours une graduation de V compatible a` F •i associe´e a` un endomorphisme YF•i qui scinde
F •i pour i ∈ {1, 2}. Le lemme suivant signifie que l’on peut trouver deux tels endomorphismes
YF•
1
∈ Y(F •1 ) et YF•2 ∈ Y(F •2 ) qui commutent.
Lemme 1 Pour tout espace vectoriel muni de deux filtrations (V, F •1 , F
•
2 ) il existe toujours une
bigraduation V = ⊕p,qV p,q compatible aux deux filtrations.
On dit que l’on peut toujours scinder deux filtrations simultane´ment. La preuve consiste a`
exhiber une base de V compatible avec les deux filtrations par comple´tions de bases successives.
De´monstration : Les deux filtrations e´tant comple`tes, on peut trouver deux entiers p et q tels que
F q1 = F
q
2 ) = V et F
p
1 = F
p
2 = {0}. Soit {fk,li }i∈Ip−1,p−1 une famille de vecteurs de V qui forme une
base de F p−11 ∩ F p−12 . On la comple`te en une base de F p−11 ∩ F p−22 par une famille {fk,li }i∈Ip−1,p−2 .
On peut proce´der ainsi jusqu’a` F p−11 ∩ F q2 = F p−1. Comple´tons la base de F p−11 a` une base de
F p−11 ∪ (F p−21 ∩ F p−2) par une famille {fk,li }i∈Ip−2,p−1 . Les indices (k, l) ∈ [q, p − 1] × [q, p − 1]
peuvent ainsi eˆtre ”descendus” de (p− 1, p− 1) a` (q, q) par l’algorithme suivant : tant que l > q on
comple`te la base de F k+11 ∪ (F k1 ∩F l2) en une base de F k+11 ∪ (F k1 ∩F l−12 ) par une famille de vecteurs
{fk,li }i∈Ik,l−1 . Si l = q, on comple`te la base de F k1 en une base de F k1 ∪(F k−11 ∩F p−12 ) par une famille
de vecteurs {fk,li }i∈Ik−1,p−1 . Soient les endomorphismes YF•1 ∈ Y(F •1 ) et YF•2 ∈ Y(F •2 ) de´finis pour
tout i ∈ Ik,l par YF•
1
(fk,li ) = k.f
k,l
i et YF•1 (f
k,l
i ) = l.f
k,l
i . Ces deux endomorphismes commutent et
scindent bien les deux filtrations. ✷
Une telle proprie´te´ n’est pas vraie en ge´ne´ral lorsque V est e´quipe´ de plus de deux filtrations.
Soit (V, F •1 , ..., F
•
n) un espace vectoriel muni de n filtrations. Il n’est pas toujours possible de trouver
YF•i ∈ Y(F •i ) pour tous i ∈ [1, n] tels que pour tous (i, j) ∈ [1, n]2, YF•i .YF•j = YF•j .YF•i .
Exemple : Soit V = C2 =< e, f >C e´quipe´ des filtrations de´croissantes et comple`tes F
•
1 , F
•
2 et
F •3 suivantes :
• F 01 = V, F 11 =< f + κe >, F 21 = {0} ou` κ ∈ C,
• F 02 = V, F 12 =< f + λe >, F 22 = {0} ou` λ ∈ C,
• F 03 = V, F 13 =< f + µe >, F 23 = {0} ou` µ ∈ C.
Supposons que κ, λ, µ soient distincts deux a` deux, sans quoi on est ramene´ a` la situation de scinder
au plus deux filtrations. Scinder F •1 et F
•
2 simultane´ment revient a` prendre pour bigraduation de
V = V 1,0⊕V 0,1 ou` V 1,0 =< f+κe > et V 0,1 =< f+λe >. V 1,0 est le sous-espace propre associe´ a` la
valeur 1 de tout e´le´ment dans Y(F •1 ), ici on doit choisir (pour que les endomorphismes commutent)
pour YF•
1
l’e´le´ment qui a pour sous-espace propre associe´ a` la valeur 0, V 0,1. De meˆme, V 0,1 est le
sous-espace propre associe´ a` la valeur 1 de tout e´le´ment dans Y(F •2 ), ici on doit choisir pour YF•2
l’e´le´ment qui a pour sous-espace propre associe´ a` la valeur 0, V 1,0. Ainsi YF•
1
.YF•
2
− YF•
2
.YF•
1
= 0.
Comme µ 6= κ et µ 6= λ, on ne peut diagonaliser aucun e´le´ment YF•
3
∈ Y(•3) dans cette base.
A partir d’un espace vectoriel muni de n filtrations, nous allons associer un module appele´ module
de Rees d’ordre n construit a` partir des intersections des sous-espaces donne´s par les n-filtrations.
De´finition 2 Soit (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n ) un espace vectoriel muni de n filtrations. Le module de Rees
d’ordre n associe´ a` (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n), note´ R
n(V, F •i ), est le sous-C[u1, u2, ..., un]-module de
C[u1, u2, ..., un, u
−1
1 , u
−1
2 , ..., u
−1
n ]⊗ V suivant :
Rn(V, F •i ) =
∑
(p1,p2,...,pn)∈Zn
u−p11 u
−p2
2 ... u
−pn
n (F
p1
1 ∩ F p22 ∩ ... ∩ F pnn ).
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Soit (V, F •) un espace vectoriel filtre´. La filtration de´cale´e de r de F • sur V est la filtration
note´e DecrF • donne´e pour tout p ∈ Z par DecrF p = F p−r. La filtration triviale sur V est note´e
Triv• et est de´finie par Triv0 = V et Triv1 = {0}.
On ve´rifie aise´ment que :
Lemme 2 Soient (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n), (V
′, F •1
′, F •2
′, ..., F •n
′) deux espaces vectoriels munis de n fil-
trations, alors :
(i) Soit (V ⊕ V ′, F •1 ⊕ F •1 ′, F •2 ⊕ F •2 ′, ..., F •n ⊕ F •n ′) l’objet qui s’en de´duit par somme directe, on a
l’isomorphisme de C[u1, u2, ..., un]-modules R
n(V, F •i )⊕Rn(V ′, F •i ′) ∼= Rn(V ⊕ V ′, F •i ⊕ F •i ′).
(ii) Soit (V ⊗ V ′, F •1 ⊗ F •1 ′, F •2 ⊗ F •2 ′, ..., F •n ⊗ F •n ′) l’objet qui s’en de´duit par produit tensoriel, on
a l’isomorphisme de C[u1, u2, ..., un]-modules R
n(V, F •i )⊗Rn(V ′, F •i ′) ∼= Rn(V ⊗ V ′, F •i ⊗ F •i ′).
(iii) Soit (pi) ∈ Zn, alors : (
∏
i∈[1,n] u
pi
i )R
n(V, F •i )
∼= Rn(V,Dec−piF •i ) est un isomorphisme de
C[u1, u2, ..., un]-modules.
2.2 Faisceau cohe´rent sur l’espace affine An associe´ a` un module de Rees
d’ordre n
SoitM un A-module ou` A est un anneau commutatif unitaire. Nous allons appliquer la construction
d’un faisceau cohe´rent M˜ sur Spec A au C[u1, u2, ..., un]-module R
n(V, F •i ).
De´finition 3 Le faisceau cohe´rent de Rees associe´ a` un espace vectoriel muni de n filtrations
(V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n) est le faisceau cohe´rent sur A
n = Spec C[u1, u2, ..., un] associe´ au C[u1, u2, ..., un]-
module Rn(V, F •i ). Il est note´ ξAn(V, F
•
i ).
Lemme 3 ξAn(V, F
•
i ) est un faisceau cohe´rent reflexif.
Comme l’ensemble singulier d’un faisceau reflexif est de codimension au moins trois (cf [OSS]
par exemple), tous les faisceaux cohe´rents reflexifs sur des surfaces sont localement libres. Ainsi,
pour tout espace vectoriel muni de deux filtrations (V, F •1 , F
•
2 ), ξA2(V, F
•
1 , F
•
2 ) est un faisceau lo-
calement libre sur A2 c’est a` dire, comme sur une varie´te´ alge´brique il y a e´quivalence entre les
classes d’isomorphisme de fibre´s localement libre et classes d’isomorphisme de fibre´s vectoriels,
ξA2(V, F
•
1 , F
•
2 ) est un fibre´ vectoriel sur A
2. C’est le fibre´ de Rees sur A2 associe´ a` (V, F •1 , F
•
2 ).
On peut voir directement, sans utiliser le fait que ξA2(V, F
•
1 , F
•
2 ) est reflexif, que c’est un fibre´
vectoriel sur A2. Il faut pour cela utiliser la bigraduation de V compatible aux deux filtrations
exhibe´e au lemme 1. Soit V = ⊕p,qV p,q une bigraduation compatible aux filtrations. On a une
description directe du module de Rees R2(V, F •1 , F
•
2 ) en fonction de cette bigraduation, c’est le sous
C[u1, u2]-module de C[u1, u2, u
−1
1 , u
−1
2 ]⊗ V suivant :
R2(V, F •1 , F
•
2 ) = ⊕(p,q)∈Z2 u−p1 u−q2 V p,q,
ou` la somme est finie. Soit φ le morphisme de C[u1, u2]-modules de R
2(V, F •1 , F
•
2 ) vers ⊕(p,q)∈Z2V p,q
donne´ par φ(vp,q) = up1.u
q
2 v
p,q pour vp,q ∈ V p,q. φ est un isomorphisme de C[u1, u2]-modules
et donc ξA2(V, F
•
1 , F
•
2 ) est isomorphe au faisceau cohe´rent obtenu a` partir du C[u1, u2]-module
⊕(p,q)∈Z2V p,q i.e OA2 ⊗C V = OdimCVA2 . L’isomorphisme de modules φ induit un isomorphisme de
faisceaux cohe´rents que nous noterons encore φ :
φ : OA2 ⊗C V → ξA2(V, F •1 , F •2 ).
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2.3 Construction du fibre´ de Rees sur P2 a` partir de trois filtrations
RecouvronsP2 = ProjC[u1, u2, u3] par les trois cartes affines standard Uk = {(u1, u2, u3) ∈ P2, uk 6=
0} = A2ij = Spec C[ uiuk ,
uj
uk
] ou` i, j, k sont deux a` deux distincts, {i, j, k} = {1, 2, 3} et i < j. Sur
les trois cartes, on effectue la construction du fibre´ de Rees associe´ a` deux filtrations. Pour les trois
triplets (i, j, k) conside´re´s au-dessus on construit le fibre´ de Rees ξA2ij (V, F
•
i , F
•
j ) sur Uk = A
2
ij .
D’apre`s la section pre´ce´dente, chacun de ces fibre´s est isomorphe au fibre´ trivial sur OUk ⊗ V sur
Uk par les isomorphismes φk : OUk → ξA2ij (V, F •i , F •j ). On peut recoller ces fibre´s triviaux sur les
cartes affines pour former un fibre´ sur P2 comme le montre la proposition suivante.
Proposition-De´finition 1 Le recollement des fibre´s vectoriels triviaux OUk ⊗ V ou` k ∈ {0, 1, 2}
par l’interme´diaire des restrictions des isomorphismes φk forment un fibre´ vectoriel sur P
2. Le fibre´
ainsi obtenu est appele´ fibre´ de Rees associe´ a` l’espace vectoriel trifiltre´ (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) et est note´
ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ).
De´monstration : On utilise les restrictions des isomorphismes trivialisants des fibre´s de Rees sur
les plans affines de´crits plus haut pour former des cocycles de´finissant un fibre´. Introduisons quelques
notations. Les intersections deux a` deux des ouverts affines standards Uk ou` k ∈ {0, 1, 2} seront
note´es Ukl = Uk ∩ Ul ou` k, l ∈ {0, 1, 2} et k < l. jkl sera l’inclusion jkl : Ukl →֒ Uk et jlk sera
l’inclusion jlk : Ukl →֒ Ul. De meˆme, on a les trois inclusions jijk : Uijk →֒ Uij . Pour l 6= k, on
peut supposer par exemple que l = j ou` (i, j, k) est un triplet de la forme de´crite plus haut. On
veut construire un morphisme de transition a` partir des isomorphismes φk : OUk → ξA2ij (V, F •i , F •j )
et φj : OUj → ξA2ik(V, F •i , F •k ) sur Ujk. Or ξA2ij (V, F •i , F •j )|Ujk = ξA2ik(V, F •i , F •k )|Ujk comme sous
faisceaux de j∗jk(OUijk ⊗ V ). En effet ces deux faisceaux sont e´gaux au faisceau ξA1(V, F •i )⊗OGm
sur Ujk = Spec C[u, v, v
−1], ou` Gm = Spec C[v, v
−1]. On peut ainsi de´finir φkl = φ
−1
l ◦ φk|Ukl
comme fonction de transition entre les fibre´s triviaux sur les cartes Uk et Ul. La condition de
cocycle est automatiquement ve´rifie´e car φk|Uijk (ξA2ij (V, F •i , F •j )) = OUijk ⊗ V . Ainsi sur Uijk
: φij ◦ φjk ◦ φkl = id. Reste a` montrer que la construction ne de´pend pas des bigraduations
V = ⊕p,qV p,q choisie pour chaque construction (ξA2ij (V, F •i , F •j ) sur les cartes affines Uij . Supposons
que l’on ait une autre graduation V = ⊕p,qUp,q, alors prendre le bigradue´ associe´ aux filtrations F •i
et F •j , donne des isomorphismes V
p,q ∼= Up,q. Ces isomorphismes induisent des isomorphismes au
niveau des modules de Rees puis des fibre´s de Rees sur les cartes affines Uk pour tous les triplets
i, j, k. Ainsi, changer les bigraduations associe´es aux paires de filtrations revient a` changer de
trivialisations locales du fibre´ localement libre sur P2 et conduit donc a` un fibre´ isomorphe. Le fibre´
de Rees ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) est bien de´termine´ a` isomorphisme pre´s a` partir de (V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ). ✷
Exemple : Donnons la description explicite du fibre´ de Rees associe´ a` un espace vectoriel de
dimension 1 muni de trois filtrations. Cet exemple est important car on essaiera toujours par la suite
de se ramener a` une somme directe d’espaces vectoriels de dimension 1 munis de trois filtrations,
la construction pre´ce´dente se comportant bien pour les sommes directes. Soit V = C muni de
trois filtrations. On a force´ment (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) = (V,Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•) ou` r, p, q
sont les rangs respectifs auxquels F •0 , F
•
1 et F
•
2 sautent. ξP2(V,Dec
pTriv•, DecqTriv•, DecrTriv•)
est un fibre´ en droites sur P2 donc de la forme OP2(D). Explicitons le diviseur D. Pour cela
notons Dk le comple´mentaire de Uk dans P
2 (la droite a l’infini associe´e a` l’ouvert affine Uk), c’est
a` dire : pour k ∈ {0, 1, 2} : Uk = {(u0 : u1 : u2) ∈ P2|uk 6= 0} ∼= A2ij et Dk = {(u0 : u1 :
u2) ∈ P2|uk = 0} ∼= P1. La construction dans le cas d’un fibre´ de rang 1 est simplifie´e par le
fait que l’on peut e´videmment trouver des trivialisations sur les ouverts compatibles a` toutes les
filtrations. Une section me´romorphe s du fibre´ est donne´e par (on note v un vecteur engendrant
la droite V ) : (u0
u2
)−r.(u1
u2
)−pv sur U2, (
u1
u0
)−p.(u2
u0
)−qv sur U0 et (
u0
u1
)−r.(u2
u1
)−qv sur U1. D’ou` :
D = (s) = −rD0 − pD1 − qD2.
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Lemme 4 Soit (Vi, F
•
0 i, F
•
1 i, F
•
2 i) une famille finie d’espaces vectoriels munis de trois filtrations,
alors :
ξP2(⊕i(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i)) ∼= ⊕iξP2(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i).
ξP2(⊗i(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i)) ∼= ⊗iξP2(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i).
De´monstration : Rappelons ([H]) que si M et N sont deux A-modules, et que l’on note par une
tilde la construction du faisceau cohe´rent sur Spec A associe´e a` un A-module, alors : (M ⊕N)∼ ∼=
M∼⊕N∼ et (M⊗AN)∼ ∼=M∼⊗Spec AN∼. Les constructions des fibre´s de Rees sur les plans affines
sur les ouverts standards associe´es a` la somme directe et au produit tensoriel se de´duisent donc des
constructions sur chacun des facteurs. Les trivialisations sur ces ouverts sont donne´es par chacunes
des trivialisations correspondantes aux espaces vectoriels trifiltre´s. Les fonctions de transitions du
fibre´ associe´ a` la somme directe et du fibre´ associe´ au produit tensoriel sont donc donne´es par blocs
correspondants aux somme directes et par produit tensoriel des fonctions de transition. Ainsi le fibre´
de Rees de la somme directe est bien la somme de Whitney des fibre´s de Rees associe´s aux espaces
vectoriels en somme directe et le fibre´ de Rees associe´ au produit tensoriel est le produit tensoriel
des fibre´s de Rees de chacun des facteurs. ✷
2.4 Etude du fibre´ de Rees
L’e´tude du fibre´ de Rees associe´ a` un espace vectoriel muni de trois filtrations (de´croissantes et
comple`tes) et de ses invariants va nous permettre de de´celer a` quel point les filtrations sont loins
d’eˆtre dans la position la plus simple, celle ou` elles sont simultane´ement scinde´es. Rappelons que
les trois filtrations (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) sont simultane´ement scinde´es s’il existe des sous-espaces vectoriels
V p,q tels que :
V = ⊕p,qV p,q (ou` la somme est finie) et

F r0 = ⊕p′+q′≤r V p
′,q′ ,
F p1 = ⊕p′≤p,q′ V p
′,q′ ,
F q2 = ⊕p′,q′≤q V p
′,q′ .
.
Lemme 5 Soit V un espace vectoriel muni de trois filtrations (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) simultane´ement scinde´es
et de scindement V = ⊕p,qV p,q. Alors :
ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) = ⊕p,qξP2(V p,q, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•).
De´monstration : Il suffit d’e´crire que (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) = ⊕p,q(V p,q, F •0 ind, F •1 ind, F •2 ind) et que
sur chaque ”bloc” V p,q, F •i ind est une filtration de niveau 1, c’est a` dire qu’il existe ki tel que
F kii ind = V
p,q et F kii ind = {0}. Sur V p,q on a ki = p. Et F •i ind est donc une filtration triviale de´cale´e
DecpTriv•. On applique ensuite le lemme 4. ✷
Nous n’avons pas de moyen, pour e´tudier le fibre´ de Rees associe´ a` trois filtrations ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ),
d’e´crire des suites exactes en le scindant par l’une des filtrations pour faire apparaˆıtre des fibre´s de
rang plus bas construits a` partir de filtrations sont en positions plus simples (on pense ici a` la filtra-
tion par le poids pour une structure de Hodge mixte et aux structures pures sur chacun des gradue´
par le poids). Ceci vient du fait que si l’on peut scinder deux filtrations en meˆme temps, ce n’est pas
en ge´ne´ral possible pour trois filtrations. Pour pouvoir e´tudier ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) on va lui associer
un fibre´ que l’on pourra de´monter suivant les sous-espaces associe´s aux diffe´rentes filtrations.
Eclatons P2 en (0 : 0 : 1), on notera e : P˜2 → P2 le morphisme correspondant a` l’e´clatement et
E = e−1(0) le diviseur exeptionnel. L’e´clatement est de´crit dans l’ouvert U0 = A
2
12 = SpecC[u, v]
par les morphismes ei : SpecBi → SpecA ou` i ∈ {1, 2} correspondants aux morphismes d’anneaux
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suivants (on note les morphismes d’anneaux de la meˆme fac¸on) : e0 : A = C[u, v] → B0 = C[x, y]
tel que e0(u, v) = (uv, v) et e1 : A = C[u, v] → B1 = C[z, t] tel que e0(u, v) = (u, uv). SpecBi est
note´ U i0. On fait la construction du fibre´ de Rees sur SpecBi associe´e au Bi-module R
2(V, F •i , T riv
•).
Remarque : Sur l’ordre des filtrations. Le but du travail sur le fibre´ ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) est
de connaˆıtre les positions relatives des filtrations dans le cas ou` l’espace vectoriel trifiltre´ est un
structure de Hodge mixte. Dans ce cas, on prendra F •0 = (W•)
• la filtration croissante associe´e a`
la filtration par le poids, et F •1 = F
•, F •2 = F
•
la filtration de Hodge et sa conjugue´e par rapport
a` la structure re´e`lle sous-jacente. On va s’inte´resser aux quotients par la filtration par le poids
qui sont des structures de Hodge pures. C’est pourquoi dans la construction du fibre´ associe´ a`
ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ), on distingue F
•
0 pour pouvoir quotienter par des sous-espaces vectoriels associe´s
a` cette filtration alors que les trois filtrations jouent des roˆles symme´triques dans la construction du
fibre´ de Rees.
Proposition-De´finition 2 On peut utiliser les trivialisations locales des fibre´s de Rees associe´s aux
paires de filtrations sur les quatres plans affines qui recouvrent P˜2 pour obtenir un fibre´ vectoriel
unique a` isomorphisme pre´s. Il sera appele´ le fibre´ vectoriel sur P˜2 associe´ a` ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ), il
sera note´ ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•).
De´monstration : La preuve est la meˆme que pour la construction de ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ), on
trivialise localement sur les quatres ouverts par l’interme´diaire des isomorphismes αi exhibe´s plus
haut ce qui permet d’avoir automatiquement les conditions de cocycles et d’utiliser de recoller. ✷
Lemme 6 Soit (Vi, F
•
0 i, F
•
1 i, F
•
2 i) une famille finie d’espaces vectoriels munis de trois filtrations,
alors :
ξ
P˜2
(⊕i(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i, T riv•)) ∼= ⊕iξP˜2(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i, T riv•).
ξ
P˜2
(⊗i(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i, T riv•)) ∼= ⊗iξP˜2(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i, T riv•).
De´monstration : La preuve est similaire a` celle du lemme 4.
✷
De´finition 4 Une filtration de´croissante et comple`te F • est dite positive si le plus petit entier p tel
que F k = V pour tout k ≤ p est positif.
Les fibre´s ainsi de´finis sont lie´s par le lemme suivant :
Lemme 7 Soit (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) un espace vectoriel muni de trois filtrations. Si F
•
1 et F
•
2 sont posi-
tives on a un morphisme injectif de ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) vers e∗ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ).
De´monstration : De´montrons ceci sur chacun des ouverts de P˜2. Notons U ′1
∼= U1 et U ′2 ∼= U2 les
images inverses de U1 et U2 par e. Sur les ouverts U
′
1 et U
′
2 il n’y a rien a montrer. Tout se passe au
dessus de la carte U0 dans P
2 (rappelons qu’un recouvrement affine de e−1(U0 est donne´ par U
0
0 et
U10 ). Comme on l’a vu plus haut, pour un A-module M et un morphisme d’anneaux A → B, on a
f∗(M˜) ∼= M˜ ⊗A B. Par exactitude de ∼ il suffit donc de montrer qu’on a une fle`che de Bi-modules
RR(V, F •i , T riv
•) → RR(V, F •i , F •2 ) ⊗A Bi pour i ∈ {1, 2} injective. Il suffit de le montrer pour
i = 1.
RR(V, F •1 , F
•
2 ) ⊗A B1 est engendre´ par les e´le´ments de la forme u−p.v−q.ap,q ⊗A P (x, y) ou` P ∈
B1 et ap,q ∈ F p1 ∩ F q2 , or u−p.v−q.ap,q ⊗A P (x, y) = ap,q ⊗A e1(u−p).e1(v−q).P (x, y) = ap,q ⊗A
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(x.y)−p.y−q.P (x, y) = ap,q ⊗A x−p.y−p−q.P (x, y). Prenons comme fle`che le morphisme injectif :
R2(V, F •1 , T riv
•)→ R2(V, F •1 , F •2 )⊗A B1 donne´e par x−p.ap 7→ ap ⊗A x−p ou` ap ∈ F p1 . ✷
Remarque : Lorsque le fibre´ sera associe´ a` une struture de Hodge F •1 = F
• et F •2 = F
•
et les
filtrations au rang p sont donne´es par des p-formes et sont donc positives. Notons F le faisceau
quotient de e∗ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) par ξP˜2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•), on a la suite exacte suivante :
0→ ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)→ e∗ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 )→ F → 0.
La construction de ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) est le´gitime´e par le lemme suivant. Il permet de con-
struire des suites exacte de fibre´s sur P˜2 associe´s aux sous-espaces et espaces quotients de la filtration
F •0 et donc de re´duire l’e´tude de ξP˜2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) puis de ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) a` celle des fibre´s
de Rees qui sont des fibre´s en droite et donc de calculer les invariants topologiques du fibre´ de Rees
associe´ a` trois filtrations.
Lemme 8 Soit (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) un espace vectoriel muni de trois filtrations comple`tes et
de´croissantes, si V ′ est un sous-espace vectoriel de V donne´ par un des termes de la filtration
F •0 (i.e il existe p tel que V
′ = F p0 ), alors, en notant par des
′ les sous-objets et les filtrations induites
sur V ′ et par des ′′ les objets quotients et les filtrations quotient sur V ′′ = V/V ′, on a la suite exacte
:
0→ ξ
P˜2
(V ′, F ′
•
0, F
′•
1, F
′•
2, T riv
•)→ ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)→ ξ
P˜2
(V ′′, F ′′
•
0, F
′′•
1, F
′′•
2, T riv
•)→ 0.
De´monstration : La suite est e´videment exacte sur chacun des quatres ouverts affines decrits plus
haut. Le recollement est rendu possible par le fait que sur chaque intersection triple deux filtrations
diffe´rentes sont en jeu et donc toutes les trivialisations sont compatibles. ✷
Remarque : L’ide´e donne´e dans la de´monstration du lemme nous donne meˆme un re´sultat
plus fort : tous les quotients de (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) gradue´s par F •0 forment des sous-fibre´s de
ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) et leurs quotients sont de meˆme des sous-fibre´s.
Le lemme suivant est l’analogue du lemme 5 :
Lemme 9 Soit V un espace vectoriel muni de trois filtrations (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) scinde´es. Alors :
ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) = ⊕p,qξP˜2(V p,q, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•).
De´monstration : La preuve se calque sur celle du lemme 5. ✷
2.5 Calcul explicites des invariants des fibre´s de Rees
Le but de cette section est de calculer le caracte`re de Chern du fibre´ ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) associe´ a`
un espace vectoriel trifiltre´ (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) afin de voir en quoi ce fibre´ diffe´re du fibre´ trivial obtenu
pour la construction associe´e avec trois filtrations simultane´ement scinde´es provenant des gradue´s
donne´s par les trois filtrations. Pour cela, on utilise la de´composition de la section pre´ce´dente pour
calculer les caracte`res de Chern ch(F) et ch(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)).
Proposition 1 Le calcul du caracte`re de Chern ch(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) peut toujours se ramener
au calcul des caracte`res de Chern ch(ξ
P˜2
(C, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) pour (r, p, q) ∈
Z3. De plus, en notant ηD ∈ H2(P˜2,Z) = Z le dual de Poincare´ du diviseur D et w˜4 une forme qui
engendre H4(P˜2,Z) = Z :
ch(ξ
P˜2
(C, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) = 1+rηD˜0+pηD˜1+qηD˜2+
1
2 (r
2+2rp+2rq)w˜4
On a ainsi la relation :
ch(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) = dimCV +
∑
p,q,r δp,q,r.(rηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 +
1
2 (r
2 + 2rp+ 2rq)w˜4)
ou` δp,q,r = dimCGr
q
F•
2
GrpF•
1
GrrF•
0
V .
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Avant de de´montrer la proposition, e´tablissons le lemme suivant :
Lemme 10
ξP2(C, Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•) ∼= OP2(rD0 + pD1 + qD2).
c1(ξP2(C, Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•)) = rηD0 + pηD1 + qηD2 .
ξ
P˜2
(C, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•) ∼= O
P˜2
(rD˜0 + pD˜1 + qD˜2).
c1(ξP˜2(C, Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) = rηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 .
De´monstration : La premie`re assertion a e´te´ de´montre´e dans l’exemple qui suit la proposition-
definition 1. Pour distinguer plus bas leurs transforme´es strictes dans l’e´clate´ P˜2 de P2, on garde
les notations des Di bien que tous soient homologues dans P
2 et de´finissent des fibre´s isomorphes.
D’apre`s [G-H] par exemple, sur une varie´te´ compacte complexe M , la classe de Chern d’un fibre´ en
droite de la forme OM (D) pour D ∈ Div(M) est donne´e par c1(OM (D)) = ηD ou` ηD ∈ H2DR(M)
est le dual de Poincare´ de D. Ainsi :
c1(ξP2(V,Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•)) = ηD0 + ηD1 + ηD2 Notons D˜i la transforme´e stricte
dans P˜2 de Di donne´e par l’application de l’e´clatement e, et E le diviseur exeptionnel. Le fibre´
en droites ξ
P˜2
(C, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) sur P˜2 est de la forme O
P˜2
(D) pour
[D] ∈ Pic(P˜2) = Z ⊕ Z. Un calcul analogue a` celui fait dans l’exemple pre´cite´ montre l’e´galite´
D = rD˜0 + pD˜1 + qD˜2 et donc :
c1(ξP˜2(C, Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) = rηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 .
✷
De´montrons la proposition :
De´monstration : De´montrons la premie`re assertion. On notera toujours par Triv• la filtration
triviale induite par la filtration triviale sur des sous-espaces ou des espaces quotients de V . Soit V
un espace vectoriel muni de trois filtrations oppose´es (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ). Rappelons que pour une suite
exacte de faisceaux cohe´rents de la forme 0 → G′ → G → G′′ → 0 la relation suivante est ve´rifie´e :
ch(G) = ch(G′)+ch(G′′). Ainsi en filtrant V par F •0 et d’apre`s la suite exacte exhibe´e dans le lemme
8 :
ch(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) =
∑
r
ch(ξ
P˜2
(GrrF•
0
V, F •0,indn , F
•
1,indr , F
•
2,indr, T riv
•)).
Comme F •0,indr est de longueur 1 sur Gr
r
F•
0
V c’est la filtration de´cale´e de r par rapport a` la
filtration triviale, donc :
ch(ξ
P˜2
(GrrF•
0
V, F •0,indr , F
•
1,indr
, F •2,indr , T riv
•)) =
ch(ξ
P˜2
(GrrF•
0
V,DecrTriv•, F •1,indr , F
•
2,indr, T riv
•)).
Pour tout r, filtrons GrrF•
0
par la filtration induite par F •1,indr sur cet espace. Il vient alors :
ch(ξ
P˜2
(GrrF•
0
V,DecrTriv•, F •1,indr , F
•
2,indr, T riv
•)) =∑
p ch(ξP˜2(Gr
p
F•
1,indr
GrrF•
0
V,DecrTriv•, F •1,indr ,indp , F
•
2,indr ,indp
, T riv•)).
Or F •1,indr ,indp est de longueur 1 sur Gr
p
F•
1,indr
GrrF•
0
V = GrpF•
1
GrrF•
0
V , ainsi :
ch(ξ
P˜2
(GrpF•
1,indr
GrrF•
0
V,DecrTriv•, F •1,indr ,indp , F
•
2,indr,indp
, T riv•)) =
ch(ξ
P˜2
(GrpF•
1
GrrF•
0
V,DecrTriv•, DecpTriv•, F •2,indr ,indp , T riv
•)).
Le meˆme argument applique´ a` la dernie`re filtration permet de montrer que :
ch(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) =∑
p,q,r ch(ξP˜2(Gr
q
F•
2
GrpF•
1
GrrF•
0
V,DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)).
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Puis finalement que :
ch(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) =∑
p,q,r dimC(Gr
q
F•
2
GrpF•
1
GrrF•
0
V ). ch(ξ
P˜2
(C, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)).
Ce qui de´montre la premie`re assertion.
La deuxie`me de´coule du lemme pre´ce´dent. Pour un fibre´ en droite L, on a la relation ch(L) =
exp(c1(L)) c’est a` dire sur une surface : ch(L) = 1 + c1(L) + 12c1(L)2. Les produits d’intersection
dans P2 sont donne´s par D˜20 = 1, D˜
2
1 = 0, D˜
2
2 = 0, E
2 = −1 et D˜0.D˜1 = 1, D˜0.D˜2 = 1, E.D˜1 =
1, E.D˜2 = 1, D˜1.D˜2 = 0. D’ou` :
ch(ξ
P˜2
(C, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) = 1+rηD˜0+pηD˜1+qηD˜2+
1
2
(r2+2rp+2rq)w˜4.
✷
Reste a` de´terminer ch(F). L’ide´e pour le faire est de voir que F ne de´pend pas de la filtration
F •0 . En effet le support de F est dans l’e´clate´ de la carte affine U0 et F peut eˆtre de´termine´ par les
restrictions des faisceaux ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) et ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) a` l’e´clate´ de cet ouvert affine. Or
ces restrictions sont construites a` partir uniquement des filtrations F •1 , F
•
2 et Triv
• et ne de´pendent
pas de la filtration F •0 . Donc on peut e´crire une suite exacte courte :
0 → ξ
P˜2
(V, F •, F •1 , F
•
2 , T riv
•) → e∗ξP2(V, F •, F •1 , F •2 ) → F → 0 pour n’importe quelle filtration
comple`te de´croissante F • de V avec le meˆme faisceau F . Ainsi, on va choisir une filtration F •
telle que ch(ξP2(V, F
•, F •1 , F
•
2 )) soit facilemnt calculable. Pour cela il faut qu’il y ait un scindement
commun de V par les trois filtrations F •, F •1 et F
•
2 ce qui est toujours le cas lorsqu’il n’y a que deux
filtrations, comme dans le cas ou` F • = F •1 ou F
• = F •2 par exemple.
Proposition 2 La caracte´ristique de Chern de F est ch(F) = 12 (p+ q)2w˜4
De´monstration : On a le choix sur F • pour effectuer le calcul. Celui-ci est facilite´ si l’on prend
par exemple F • = F •1 . La suite exacte courte de faisceaux explicite´e plus haut nous donne :
ch(F) = ch(e∗ξP2(V, F •1 , F •1 , F •2 ))− ch(ξP˜2(V, F •1 , F •1 , F •2 , T riv•)).
D’apre`s la proposition pre´ce´dente, en posant δp,q = dimCGr
q
F•
2
GrpF•
1
V :
ch(ξ
P˜2
(V, F •1 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) = dimCV +
∑
p,q δp,q.(pηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 +
1
2 (p
2 + 2p2 + 2pq)w).
D’un isomorphisme V ∼= GrqF•
2
GrpF•
1
V (rappelons qu’il en existe toujours un) et du lemme 4 on tire :
ξP2(V, F
•
1 , F
•
1 , F
•
2 )
∼= ξP2(⊕p,qGrqF•
2
GrpF•
1
V,⊕p,qDecpTriv•p,q,⊕p,qDecpTriv•p,q,⊕p,qDecqTriv•p,q)
∼= ⊕p,qξP2(C, DecpTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•)dimCGr
q
F•
2
Gr
p
F•
1
V
.
Donc, si l’on note w4 le ge´ne´rateur de H4(P2,Z) tel que e∗(w4) = w˜4 :
ch(e∗ξP2(V, F
•
1 , F
•
1 , F
•
2 )) = e
∗ch(ξP2 (V, F
•
1 , F
•
1 , F
•
2 ))
= e∗ch(⊕p,qξP2(C, DecpTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•)dimCGr
q
F•
2
Gr
p
F•
1
V
)
= e∗(dimCV +
∑
p,q
δp,q(pηD0 + pηD1 + qηD2 +
1
2
(p2 + p2 + q2 + 2(p2 + pq + pq))w4)
= dimCV +
∑
p,q
δp,q(pηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 +
1
2
(p2 + p2 + q2 + 2(p2 + pq + pq))w˜4).
D’apre`s la formule : ch(ξP2(C, Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•) = 1 + rηD0 + pηD1 + qηD2
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+ 12 (r
2 + p2 + q2 + 2(rp+ rq + pq))w4).
Ainsi :
ch(F) = 1
2
∑
p,q
δp,q(p+ q)
2w˜4.
✷
Finalement, la caracte´ristique de Chern du fibre´ ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) est donne´e par :
Proposition 3 ch(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) = dimCV
+
∑
p,q,r
[
(dimCGr
q
F•
2
GrpF•
1
GrrF•
0
V ).
(
(r + p+ q)w2 +
1
2
(r2 + 2rp+ 2rq)w4)
)]
+
∑
p,q
[
(dimCGr
q
F•
2
GrpF•
1
V ).(
1
2
(p+ q)2w4)
]
De´monstration : C’est une conse´quence directe du calcul de ch(F) et de ch ξ
P˜2
(V, F •1 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•).
✷
Nous allons effectuer ce calcul dans le cas qui nous inte´ressera par la suite c’est a` dire celui ou`
les trois filtrations sont oppose´es.
De´finition 5 Soit V un espace vectoriel muni de trois filtrations (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) comple`tes,finies et
de´croissantes. Ces filtrations sont dites oppose´es si GrpF•
1
GrqF•
2
GrnF•
0
= 0 pour p+ q + n 6= 0.
Corollaire 1 Soient (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) trois filtrations comple`tes, finies, de´croissantes et oppose´es sur
un espace vectoriel de dimension finie V , alors :
ch(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) = dimCV
+ 12
∑
p,q
[
dimCGr
q
F•
2
GrpF•
1
V − dimCGrqF•
2
GrpF•
1
Gr−p−qF•
0
V
]
.(p+ q)2.w4.
De´monstration : On applique la formule de la proposition pre´ce´dente. Tous les coefficients sont
nuls si p+ q + n 6= 0. ✷
Remarque : Lorsque (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) sont trois filtrations oppose´es sur V , on a :
ch1(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )) = 0.
3 Application aux structures de Hodge mixtes : niveau de
R-scindement
3.1 De´finition du niveau de R-scindement d’une structure de Hodge
mixte
Une structure de Hodge mixte sur un espace HQ consiste en les donne´es suivantes :
(i) Une filtration croissante W• sur HQ appele´e filtration par le poids.
(ii) Une filtration de´croissante appele´e filtration de Hodge F • sur H = HQ ⊗Q C satisfaisant
la condition qui suit : la filtration F • induit une structure de Hodge pure de poids n sur GrWn H =
Wn ⊗Q C/Wn−1 ⊗Q C.
Ici la filtration F •GrWn H induite par F
• sur GrWn H est donne´e par les quotients successifs pour
tout entier p : F pGrWn H = (F
p ∩ (Wn ⊗Q C) +Wn−1 ⊗Q C))/Wn−1 ⊗Q C.
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Pour eˆtre plus pre´cis la condition (ii) signifie que F •GrWn H et F
•
GrWn H sont oppose´es sur Gr
W
n H
i.e Grp
F•GrWn H
Grq
F
•
GrWn H
H 6= 0 si et seulement si p + q 6= 0 ou` F • est la filtration conjugue´e a` la
filtration de Hodge par rapport a` la structure re´elle sous-jacente HR = HQ ⊗Q R.
Nous n’utiliserons pas par la suite la structure rationnelle HQ. Il nous suffira de conside´rer la
filtration par le poids sur HC = HQ⊗QC que nous noteronsW• alors que nous la notionsWC⊗QC.
Remarque :(Filtrations oppose´es).
Rappelons une proprie´te´ importante dans l’e´tude des structure de Hodge mixtes. Bien que les
structures de Hodge mixte n’admettent pas en ge´ne´ral de de´composition en une somme directe de
”(p, q)-sous-espaces” comme les structures pures, c’est-a`-dire de graduation compatible aux trois
filtrations, les espaces canoniquement de´finis ci-dessous ont des proprie´te´s de de´composition tre´s
utiles :
Ip,q = (F p ∩Wp+q) ∩ (F q ∩Wp+q +
∑
i≥1
F
q−i ∩Wp+q−i−1).
Lemme 11 [Del2]
(i) Ip,q = I
q,p
mod Wp+q−2.
(ii) Wm = ⊕p+q≤mIp,q.
(iii) F p = ⊕i≥p ⊕q Ii,q.
(iv) La projection Wm → GrWmH induit un isomorphisme pour p+ q = m de Ip,q vers le sous-espace
de Hodge (GrWmH)
p,q.
Quitte a` changer les indices, cette de´composition canonique en sous-espaces Ip,q donne deux
bigraduations canoniques HC = ⊕p,qIp,q associe´es aux paires de filtrations (W•, F •) et (W•, F •).
La premie`re bigraduation, associe´e a` (W•, F
•) est donne´e directement par le lemme pre´ce´dent, la
deuxie`me associe´e a` (W•, F
•
) est donne´e par Wm = ⊕p+q≤mIp,q et F q = ⊕i≥q ⊕p Ii,p. Ces deux
bigraduations ne sont pas compatibles a` moins que l’on ne soit dans le cadre de la de´finition suivante
:
De´finition 6 Une structure de Hodge mixte H = (HQ,W•, F
•, F
•
) est dite R-scinde´e si les espaces
Ip,q de´finis de fac¸on canonique ve´rifient la condition : pour tous p, q Ip,q = I
q,p
.
Dans le cas ou` la structure de Hodge mixte H = (HQ,W•, F
•, F
•
) est scinde´e, on a : F p ∩ F q =
⊕p′≥p,q′≥qIp′,q′ . Ce qui signifie que les trois filtrations sont simultane´ement scinde´es. Nous voulons
e´tudier a` quel point nous sommes e´loigne´s en ge´ne´ral de cette situation.
A une structure de Hodge mixte H = (HQ,W•, F
•, F
•
) on peut associer les nombres entiers
suivants : {
hp,qH = dimCGr
q
F
•Gr
p
F•Gr
p+q
W•
HC pour tous p, q ∈ Z,
tp,qH = dimCGr
q
F
•Gr
p
F•HC pour tous p, q ∈ Z.
Les entiers hp,qH sont les nombres de Hodge classiques associe´s aux structures de Hodge mixtes. Dans
le cas ou` la structure de Hodge mixte H est R-scinde´e, pour tous p, q ∈ Z on a l’e´galite´ : hp,qH = tp,qH .
Ce n’est pas vrai en ge´ne´ral comme nous le verrons par la suite. A une structure de Hodge mixte
(HQ,W•, F
•, F
•
) on associe le fibre´ de Rees sur P2 construit dans section pre´ce´dente a` partir du
triplet de filtrations sur HC, (W
•
. , F
•, F
•
). W •. est la filtration de´croissante associe´e a` la filtration
croissante W•. Elle est de´finie par : pour tout p ∈ Z, W p. =W−p. Ainsi a` toute structure de Hodge
mixte (HQ,W•, F
•, F
•
) correspond un fibre´ vectoriel sur le plan projectif ξP2(HC,W
•
. , F
•, F
•
). Le
calcul des invariants du fibre´ construit plus haut nous permettra de voir si les nombres de Hodge
tp,qH sont proches des nombres h
p,q
H , c’est a` dire de voir si la structure de Hodge mixte est proche de
la structure de Hodge mixte R-scinde´e qui lui est associe´e [C-K-S].
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Proposition 4 Soit ξP2(HC,W
•
. , F
•, F
•
) le fibre´ sur P2 associe´ a` la structure de Hodge mixte
(HQ,W•, F
•, F
•
), alors :
ch(ξP2(HC,W
•
. , F
•, F
•
)) = dimCHC +
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(tp,qH − hp,qH )w4
et donc :
c2(ξP2 (HC,W
•
. , F
•, F
•
)) =
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(hp,qH − tp,qH )w4.
De´monstration : On applique la proposition 1 dans le cas ou` l’espace vectoriel trifiltre´ provient
d’une structure de Hodge mixte avec (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) = (HC,W
•
. , F
•, F
•
). D’ou` dimCGr
q
F•
2
GrpF•
1
V =
dimCGr
q
F
•Gr
p
F•HC = t
p,q
H et dimCGr
q
F•
2
GrpF•
1
Gr−p−qF•
0
V = dimCGr
q
F
•Gr
p
F•Gr
W•.
−p−qHC ce qui donne
la relation. ✷
Ceci nous ame`ne a` poser pour de´finition du niveau de R-scindement :
De´finition 7 Le niveau de R-scindement d’une structure de Hodge mixte (HQ,W•, F
•, F
•
) est le
nombre entier :
α(H) = ch2(ξP2(HC,W
•
. , F
•, F
•
)) =
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(tp,qH − hp,qH ).
Cette de´finition constitue une ge´ne´ralisation de la notion de structure de Hodge R-scinde´e. En
effet, si (HQ,W•, F
•, F
•
) est une structure de Hodge R-scinde´e alors α(H) = 0. Reciproquement
supposons que α(H) = 0 pour une structure de Hodge mixte H . On verra par la suite que cela
implique que pour tous (p, q) tp,qH = h
p,q
H . On veut montrer que dans ce cas pour tous (p, q) I
p,q = I
q,p
.
Supposons que ce ne soit pas le cas. Munissons Z2 de l’ordre lexicographique. Soit (p0, q0) le plus
grand des e´le´ments (p, q) tels que Ip,q 6= Iq,p (rappelons que l’on a toujours e´galite´ moduloWp+q−2).
Soit Ip0,qO0 le sous-espace vectoriel de I
p,q de dimension maximale ve´rifiant l’e´galite´, donne´ par
Ip0,q0 = Ip,q ∩ Ip,q ( Ip,q. On a alors tp0,q0H = dimC Ip0,qO0 < dimC Ip0,qO = hp0,q0H ce qui contredit
l’hypothe`se. D’ou` :
α(H) = 0 ⇐⇒ La structure de Hogde mixte H est R-scinde´e.
Remarques : • Notons H ′ = (HC,W•, e−i.δ.F •) la structure de Hodge mixte R-scinde´e associe´e
a` la structure de Hodge mixte H = (HC,W•, F
•). On ve´rifie que l’on a bien pour tous (p, q)
hp,qH′ = t
p,q
H′ = dimC I
p,q et donc α(HC,W•, e
−i.δ.F •) = 0.
• Pour des raisons de dimensions, on a∑p,q(hp,qH − tp,qH ) = 0. De plus c1(ξP2(HC,W •. , F •, F •)) =∑
p,q(p+ q)(h
p,q
H − tp,qH ) = 0 comme anonce´ pour un fibre´ de Rees associe´ a` des filtrations oppose´es.
• Il paraˆıt possible que deux structures de Hodge mixtes H et H ′ aient les meˆmes nombres de
Hodge, des niveaux de R-scindement α(H) et α(H ′) e´gaux mais que leurs nombres hp,qH et t
p,q
H ne
soient pas tous e´gaux.
3.2 Comportement du niveau de R-scindement par ope´rations sur les
structures de Hodge mixtes
Dans cette partie nous allons e´tudier les variations de α lors des diffe´rentes ope´rations qui peuvent
eˆtre faites sur des structures de Hodge mixtes he´rite´es de la structure de cate´gorie abe´lienne de la
cate´gorie des structures de Hogde mixtes. Morphismes entre structures de Hodge mixtes, quotients,
sommes directes, produits tensoriels et extensions.
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De´finition 8 Soit A une structure de Hodge mixte donne´e on note EA le sous-ensemble de Z × Z
forme´ par les couples (p, q) ∈ Z × Z tels que les nombres de Hodge hp,qA sont non nuls si et ssi
(p, q) ∈ EA . Cet ensemble est appele´ le type de A.
De´finition 9 La structure de Hodge T 〈k〉 est l’unique structure de Hodge de rang 1, de type (−k,−k)
et de re´seau entier (2πi)kZ.
Remarque : Soit A une structure de Hodge mixte et k ∈ Z, alors les types de A et A⊗T 〈k〉 sont
lie´s par : EA⊗T 〈k〉 = {(p− k, q − k) ∈ Z× Z|(p, q) ∈ EA}.
Pour les filtrations on a les relations pour p, q, n ∈ Z3 :
F p(H ⊗ T 〈k〉) = F p+k(H),
F
q
(H ⊗ T 〈k〉) = F q+k(H),
Wn(H ⊗ T 〈k〉) =Wn+2k(H),
et
{
tp,q
H⊗T 〈k〉 = t
p+k,q+k
H ,
hp,q
H⊗T 〈k〉 = h
p+k,q+k
H .
The´ore`me 1 Pour H et H ′ deux structures de Hodge mixtes :
(i) pour tout k ∈ Z, α(H ⊗ T 〈k〉) = α(H).
(ii) α(H∗) = α(H) ou` H∗ = HomSHM (H,T 〈0〉).
(iii) α(H ⊕H ′) = α(H) + α(H ′).
(iv) α(H ⊗H ′) = dim(H ′).α(H) + dim(H).α(H ′).
De´monstration : (i)
α(H ⊗ T 〈k〉) = 1
2
∑
(p,q)∈EH⊗T 〈k〉
(p+ q)2(tp,q
H⊗T 〈k〉 − hp,qH⊗T 〈k〉)
=
1
2
∑
(p+k,q+k)∈EH
(p+ q)2(tp,q
H⊗T 〈k〉 − hp,qH⊗T 〈k〉)
=
1
2
∑
(p,q)∈EH
(p+ q)2(tp−k,q−k
H⊗T 〈k〉 − hp−k,q−kH⊗T 〈k〉 )
= α(H),
d’apre`s la remarque pre´ce´dente.
(ii) Il suffit d’e´crire que EH∗ = {(−p,−q)|(p, q) ∈ EH , tp,qH∗ = t−p,−qH et hp,qH∗ = h−p,−qH }, l’e´galite´ en
de´coule car tous les coefficients p+ q sont au carre´.
(iii) EH⊕H′ = EH ∪ EH′ . Les filtrations de Hodge et la filtration de´croissante associe´e a` la filtration
par le poids de H ⊕H ′ se de´duisent des filtrations respectives de H et H ′ par somme directe. Les
dimensions des quotients sont donc faciles a` calculer, on en de´duit : pour p, q entiers, hp,qH⊕H′ =
hp,qH + t
p,q
H′ et t
p,q
H⊕H′ = t
p,q
H + t
p,q
H′ . En de´coule la formule voulue.
(iv) D’apre`s le lemme 4 :
ξP2((HC,W
•
. , F
•, F
•
)⊗(HC′,W •. ′, F •′, F
•′)) ∼= ξP2((HC,W •. , F •, F
•
))⊗ξP2 ((HC′,W •. ′, F •′, F
•′)).
Donc :
chξP2((HC,W
•
. , F
•, F
•
)⊗ (HC′,W •. ′, F •′, F
•′)) =
ch(ξP2((HC,W
•
. , F
•, F
•
))).ch(ξP2 ((HC
′,W •.
′, F •′, F
•′))).
Or les trois filtrations constituant une structure de Hodge e´tant mixte e´tant oppose´es, on a :
ch1(ξP2((HC,W
•
. , F
•, F
•
)) = 0 et de meˆme ch1(ξP2((HC
′,W •.
′, F •′, F
•′)) = 0. Ainsi :
c2(ξP2((HC,W
•
. , F
•, F
•
)⊗ (HC′,W •. ′, F •′, F
•′))) =
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dimC(HC
′).c2(ξP2 ((HC,W
•
. , F
•, F
•
))) + dimC(HC).c2(ξP2((HC
′,W •.
′, F •′, F
•′))).
Qui est l’e´galite´ cherche´e.
✷
Soient A = (AZ,W
A
• , F
•
A, F
•
A) et B = (BZ,W
B
• , F
•
B, F
•
B) deux structures de Hodge mixtes. Nous
pouvons alors de´finir suivant [M] ou [C] le groupe d’extension de B par A note´ Ext(B,A). C’est a`
dire l’ensemble des classes d’e´quivalence a` congruence pre´s des suites exactes de structures de Hodge
mixtes :
0 // A
i
// H
pi
// B // 0
Pour une structure de Hodge mixte H remplissant une telle suite exacte, on e´crira : H ∈
Ext(B,A). On a bien suˆr : EH = EA ∪ EB. Nous noterons pour tous p, q ∈ Z tp,qH (resp. tp,qA , tp,qB ) les
entiers suivants dimCGr
q
F
•
H
GrpF•H
HC (resp. dimCGr
q
F
•
A
GrpF•A
AC, dimCGr
q
F
•
B
GrpF•B
BC). On utilisera
le meˆme type de notation pour les nombres de Hodge hp,qH ,h
p,q
A et h
p,q
B .
Pour H ∈ Ext(B,A) nous avons les e´galite´s suivantes pour les nombres de Hodge :
Pour tous p, q ∈ Z, hp,qH = hp,qA + hp,qB
Une telle e´galite´ pour les nombres tp,q n’est pas vraie en ge´ne´ral (cf exemples plus bas). Ecrivons le
diagramme :
0

0

0

0 // ξ
P˜2
(AC,W
A
.
•
, F •A, F
•
A, T riv
•) //

ξ
P˜2
(HC,W
H
.
•
, F •H , F
•
H , T riv
•) //

ξ
P˜2
(BC,W
B
.
•
, F •B, F
•
B, T riv
•) //

0
e∗ξP2(AC,W
A
.
•
, F •A, F
•
A)

e∗ξP2(HC,W
H
.
•
, F •H , F
•
H)

e∗ξP2(BC,W
B
.
•
, F •B , F
•
B)

FA

FH

FB

0 0 0
ou`, d’apre`s la section pre´ce´dente, les colonnes sont des suites exactes associe´es a` chacunes des
structures de Hodge mixtes A, H et B. La premie`re ligne est une suite exacte car le foncteur
ξ
P˜2
(., ., ., ., T riv•) est un foncteur exact de la cate´gorie des structures de Hodge mixtes vers la
cate´gorie des fibre´s vectoriels sur P˜2. On obtient donc la relation entre les niveaux de R-scindement
des structures de Hodge mixtes :
α(H) = α(A) + α(B) +
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(tp,qA + t
p,q
B − tp,qH ).
Cette relation est importante dans la de´monstration du fait que l’invariant α est sur-additif par
extensions :
The´ore`me 2 Soient A et B deux structures de Hodge mixtes et H ∈ Ext(B,A), alors :
α(H) ≥ α(A) + α(B)
Notation : pour une structure de Hodge mixte •, on de´fini fp,q• = dimCF p• ∩F q•. La de´monstration
du the´ore`me utilise le lemme suivant ainsi que son corollaire :
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Lemme 12 Soient V1 et V2 deux espaces vectoriels, V = V1 ⊕ V2 et π la projection de V sur V2, i
l’injection de V1 dans V . Soient W1, W
′
1 (resp. W2, W
′
2) des sous-espaces vectoriels de V1 (resp.
V2). Si W et W
′ sont des sous-espaces vectoriels tels que i(W1) = W ∩ V1, i(W ′1) = W ′ ∩ V1 et
π(W ) =W2, π(W
′) =W ′2, alors :
dimC(W1 ∩W ′1) + dimC(W2 ∩W ′2)− inf(dimC(W2 ∩W ′2), dimC(V1))
≤ dimC(W ∩W ′)
≤ dimC(W1 ∩W ′1) + dimC(W2 ∩W ′2).
Corollaire 2 Soient A et B deux structures de Hodge mixtes et H ∈ Ext(B,A), alors :
∀(p, q) ∈ Z× Z fp,qH − fp,qA − fp,qB ≤ 0
De´monstration : (du corollaire) D’apre`s la construction de H ∈ Ext(B,A) (c’est a` dire une classe
de suite exacte 0 −→ A i−→ H pi−→ B −→ 0) dans [P] suivant [M],[C], pour tout (p, q) ∈ Z × Z,
on est exactement dans le cadre du lemme pre´ce´dent avec : HC = AC ⊕BC, W1 = F pA, W ′1 = F
q
A,
W1 = F
p
B , W
′
1 = F
q
B, W = F
p
H , W
′ = F
q
H . Par construction de la filtration de Hodge et sa
filtration oppose´e sur l’extension, on a i(F pAC) = AC∩F
p
HC
, i(F
q
AC
) = AC ∩F qHC et π(F pHC) = F
p
BC
,
π(F
q
HC
) = F
q
BC
par stricte compatibilite´ des morphismes de structures de Hodge. ✷
De´monstration : (du lemme) Ecrivons sous forme matricielle les coordonne´es des sous espaces
vectorielsW et W ′ dans V = V1⊕V2 i.e les repre´sentations matricielles des pointsW et W ′ dans les
grassmanniennes G(V, dimCW ) et G(V, dimCW
′). On noteMiSev la matrice repre´sentant Sev ⊂ Vi
dans G(Vi, dimCSev) pour i ∈ {✷, 1, 2}. La base de V prise pour la repre´sentation matricielle est la
re´union des bases de V1 et V2. Alors :
MW =
(
M1W1 | 0
A1 | M2W2
)
et MW ′ =
(
M1W
′
1 | 0
A′1 | M2W ′2
)
.
ou` A1 et A2 sont des matrices quelconques de dimension dimCW2 × dimCV1 et dimCW ′2 × dimCV1
respectivement (on ve´rifie que ce sont bien des sous-espaces vectoriels tels que i(Sev1) = Sev ∩ V1
et π(Sev) = Sev2). Comme pour deux sous-espaces vectoriels on a l’e´galite´ sur les dimensions
: dim(Sev1 ∩ Sev2) + dim(V ect(Sev1, Sev2)) = dim(Sev1) + dim(Sev2), connaˆıtre la dimension de
V ect(W,W ′) nous donne la dimension cherche´e. Il s’agit donc de trouver le maximum des dimensions
des matrices extraites de de´terminant non nul de la matrice :
MW =

M1W1 | 0
A1 | M2W2
−−−−−−−− | − −−−−−−−
M1W
′
1 | 0
A′1 | M2W ′2

Une telle matrice contient des lignes et colonnes obtenues a` partir des matrices extraites de de´terminant
non nul de dimension maximale pour les sous-espaces engendre´s V ect(W1,W
′
1) et V ect(W2,W
′
2) i.e
les lignes et colonnes comple´te´es a` partir de telle matrices extraites dans :
MW ′ =
(
M1W1
M1W
′
1
)
et MW ′ =
(
M2W2
M2W
′
2
)
.
On peut donc trouver une matrice extraite de de´terminant non nul de dimension au moins e´gale a`
dimV ect(W1,W
′
1)+ dimV ect(W2,W
′
2). On peut ajouter a` cela au plus min(dim (W2 ∩W ′2), dimV1)
lignes et colonnes pour obtenir une matrice de de´terminant non nul. D’ou` l’ine´galite´ :
dim(V ect(W1,W
′
1)) + dim(V ect(W2,W
′
2)) ≤ dim(V ect(W,W ′))
≤ dim(V ect(W1,W ′1)) + dim(V ect(W2,W ′2)) + min(dim (W2 ∩W ′2), dim V1)
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En de´coule l’ine´galite´ voulue en passant aux codimensions.
✷
De´monstration : (du the´ore`me) Comme EH = EA ∪ EB est un sous-ensemble fini de Z × Z, on
peut trouver k ∈ Z et N ∈ Z tels que EH⊗T 〈k〉 = EA⊗T 〈k〉 ∪ EB⊗T 〈k〉 ⊂ [0, N ] × [0, N ]. D’apre`s le
the´ore`me 1 (i), l’e´galite´ n’est pas modifie´e par tensorisation des structures de Hodge A,B et H par
une structure de Hodge de Tate. Tensoriser les structures de Hodge dans une extension par une
structure de Hodge de Tate T 〈k〉 induit un isomorphisme entre Ext(B,A) et Ext(B⊗T 〈k〉, A⊗T 〈k〉).
Quitte a` remplacer les structures de Hodge A,B et H par leurs tensorise´es par T 〈k〉, on peut ainsi
supposer que EH ⊂ [0, N ]× [0, N ]. La proposition se rame`ne donc a` montrer que :
α(H)− α(A) − α(B) = 1
2
∑
(p,q)∈[0,N ]×[0,N ]
(p+ q)2(tp,qA + t
p,q
B − tp,qH ) ≤ 0
Pour une structure de Hodge mixte •, on a les suites exactes suivantes :
0

0

F p+1• ∩ F q+1•

F p• ∩ F q+1•

F p+1• ∩ F q•

F p• ∩ F q•

0 // F
p+1
• Gr
q
F•
//

F p•Gr
q
F•
//

GrpF•Gr
q
F•
// 0
0 0
Et donc la relation sur les dimensions :
tp,q• = f
p,q
• − fp+1,q• − fp,q+1• + fp+1,q+1• .
Ainsi :
α−(•) = 1
2
∑
(p,q)∈[0,N ]×[0,N ]
(p+ q)2 tp,q• =
1
2
∑
(p,q)∈[0,N ]×[0,N ]
(p+ q)2(fp,q• − fp+1,q• − fp,q+1• + fp+1,q+1• ).
On effectue un changement d’indice sur les sommes, comme pour tout p, fp,N+1• = 0, pour tout q,
fN+1,q• = 0 :
α−(•) = 12
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ]
[
(p+ q)2 − (p+ q − 1)2 − (p+ q − 1)2 + (p+ q − 2)2
]
fp,q• +
1
2
∑
q∈[0,N ]
[
(0 + q)2 − (0 + q − 1)2
]
f0,q•
+ 12
∑
p∈[1,N ]
[
(p+ 0)2 − (p− 1 + 0)2
]
fp,0• .
α−(•) = 12
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ](2pq + 4)f
p,q
• +
1
2
∑
q∈[0,N ](2q − 1)f0,q• + 12
∑
p∈[1,N ](2p− 1)fp,0• ,
que nous e´crirons, afin que les coefficients des fp,q• sous les
∑
soient tous positifs, sous la forme :
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α−(•) = 12
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ](2pq + 4)f
p,q
• +
1
2
∑
q∈[1,N ](2q − 1)f0,q• + 12
∑
p∈[1,N ](2p− 1)fp,0• − 12f0,0•
Ainsi :
α(H)−α(A)−α(B) = α−(H)−α−(A)−α−(B) = 12
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ](2pq+4)
[
fp,qH −fp,qA −fp,qB
]
+
1
2
∑
q∈[1,N ](2q− 1)
[
f0,qH − f0,qA − f0,qB
]
+ 12
∑
p∈[1,N ](2p− 1)
[
fp,0H − fp,0A − fp,0B
]
− 12
[
f0,0H − f0,0A − f0,0B
]
.
f0,0H − f0,0A − f0,0B = dimCH − dimCA− dimCB = 0, donc tous les coefficients des fp,q• dans les
∑
e´tant positifs, d’apre`s le lemme pre´ce´dent, pour tous (p, q) ∈ [0, N ]× [0, N ], fp,qH − fp,qA − fp,qB ≤ 0.
D’ou` le re´sultat.
✷
Corollaire 3 Soit H une structure de Hodge mixte, alors : α(H) ≥ 0.
De´monstration : Toute structure de Hodge mixte peut eˆtre de´crite comme extension successive
de structures de Hodge pures. En effet, si H est une structure de Hodge dont les poids varient entre
0 et 2n par exemple (on peut s’y ramener en tensorisant par une structure de Hodge de Tate, ce qui
ne change pas la valeur de α d’apre`s la proposition 1), on a H ∈ Ext(GrW2nH,W2n−1H). Ainsi par la
proposition pre´ce´dente α(H) ≥ α(W2n−1H) +α(GrW2nH) = α(W2n−1H) car α(GrW2nH) = 0, GrW2nH
e´tant une structure de Hodge pure de poids 2n. De meˆme W2n−1H ∈ Ext(GrW2n−1H,W2n−2H) et
donc α(H) ≥ α(W2n−1H) ≥ α(W2n−2H). En poursuivant ainsi :
α(H) = α(W2nH) ≥ α(W2n−1H) ≥ α(W2n−2H) ≥ ... ≥ α(W0H) = 0,
car W0H est une structure de Hoge pure. ✷
Remarques : • En appliquant le crite`re de Dre´zet et de Le Potier, on voit que les fibre´s vectoriels
ξP2(H
k(X,C),W •. , F
•, F
•
) sont semistables. En effet, on est dans le cas ou` r > 1,c1 = 0 et c2 ≤ 0.
• Soient A et B deux structures de Hodge mixtes, il existe m(A,B) ∈ Z (m = m(h.,.A , h.,.B , t.,.A , t.,.B ))
tel que pour tout H ∈ Ext(B,A) : α(H) ∈ [α(A) + α(B),m(A,B)]. On a meˆme plus : pour tout
p ∈ [α(A)+α(B),m(A,B)] il existe H ∈ Ext(B,A) tel que α(H) = p. On en de´duit qu’e´tant donne´s
des nombres de Hodge hp,q, il existe m(h.,.) tel que si H est une structure de Hodge mixte qui a ces
nombres de Hodge alors α(H) ∈ [0,m(h.,.)].
3.3 Exemples ge´ome´triques
D’apre`s Deligne [Del2], [Del3], les groupes de cohomologie des varie´te´s alge´briques (sche´mas se´pare´s
de type fini sur C) sont munis d’une struture de Hodge mixte. Soit X une telle varie´te´, on peut lui
associer pour tout k ∈ Z des entiers :
αk(X) = α(H
k = (Hk(X,C),W •. , F
•, F
•
))
Le the´ore`me pre´ce´dent permet de pre´ciser le comportement de ces entiers vis-a`-vis de certaines
morphismes applications entre varie´te´s alge´briques :
Corollaire 4 • (i) Soit X une varie´te´ alge´brique, X ′ sa normalise´e et X sa comple´te´e, alors
pour tout k ∈ Z :
αk(X) ≥ αk(X ′) et αk(X) ≥ αk(X).
• (ii) Plus ge´ne´ralement, si f : X → Y est une application qui induit un morphisme injectif
(resp. surjectif) sur la cohomologie f∗ : Hk(Y,C)→ Hk(X,C) alors, pour tout k ∈ Z :
αk(X) ≥ αk(Y ) (resp. αk(Y ) ≥ αk(X)).
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De´monstration : (i) se de´duit de (ii) a` l’aide de [Del3] prop (8.2.6) : l’application de la normalise´e
X ′ vers X induit un morphisme surjectif en cohomologie, l’application de X vers sa comple´te´e induit
un morphisme injectif en cohomologie. La cate´gorie des structures de Hodge mixtes e´tant abe´lienne,
on peut e´crire des suites exactes a` partir des injections et surjections de structures de Hodge mixtes
et donc pour prouver (ii), on e´crit des extensions et on utilise le the´ore`me 2. ✷
Corollaire 5 Soient X et Y deux varie´te´s alge´briques, alors :
αk(X × Y ) =
∑i=k
i=0
[
dimC(H
k−i(Y )).αi(X) + dimC(H
i(X)).αk−i(Y )
]
.
De´monstration : D’apre`s [Del3] proposition (8.2.10), les isomorphisme de Ku¨nnethH .(X×Y,C) ∼=
H .(X,C) ⊗ H .(Y,C) sont des isomorphismes de structures de Hodge. On applique le (iii) du
the´ore`me 1 a` la somme donne´e par la formule de Ku¨nneth, puis le (iv) a` chacun des facteurs. ✷
3.3.1 Calculs de α pour les courbes
On cherche ici a` calculer la matrice des pe´riodes de courbes alge´briques pour en de´duire la valeur des
entiers tp,q associe´s au premier groupe de cohomologie puis calculer la valeur de α de la structure
de Hodge mixte associe´e.
Soit X une courbe alge´brique sur C, X ′ la normalise´e de X et r : X ′ → X le morphisme qui
s’en de´duit. Soit X
′
la courbe projective non singulie`re dont X ′ est un ouvert dense et X la courbe
de´duite de X
′
en contractant chacun des r−1(s) pour s ∈ X . Notons r le morphisme X ′ → X, et
j,j′ les inclusions respectives de X dans X et X ′ dans X
′
. Soit S l’ensemble fini X −X . D’ou` le
carre´ carte´sien suivant :
X ′

 j′
//
r

X
′
r

X


j
// X
Proposition 5 [Del2] La cohomologie de X est donne´e par:
H1(X,C) = H1(X, [OX
d→ r∗Ω1
X
′(log S)])
De plus, la filtration par le poids est donne´e par :
W 1(H1(X,C)) = Im(H1(X,C)→ H1(X,C)
W 0(H1(X,C)) = Ker(H1(X,C)→ H1(X ′,C)
La suite spectrale de´finie par la filtration beˆte de [OX
d→ r∗Ω1
X
′(logS)] de´ge´ne`re en E
.,.
2 et aboutit a`
la filtration de Hodge F • de H•(X,C).
Calculons l’hypercohomologie du complexe [OX
d→ r∗Ω1
X
′(logS)]. Pour un complexe de faisceaux
(K•, d) sur une varie´te´ X muni d’un recouvrement U = (Ui)i∈I , l’hypercohomologie H•(X,K•) du
complexe est de´finie comme e´tant la cohomologie du complexe total C(p,q) = Cp(U , δ, d) ou` d est
l’ope´rateur du complexe et δ celui de Cˇech associe´ au recouvrement. H•(X,K•) est l’aboutissement
des suites spectrales de´finies par les filtrations e´videntes de C(p,q) (cf [G-H]). Le complexe double
associe´ a` [OX
d→ r∗Ω1
X
′(logS)] est donc ici, relativement a` U :
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C0(
∐
i Ui,OX)
δ
//
d

C1(
∐
i,j Ui ∩ Uj ,OX)
d

C0(
∐
i Ui, r∗Ω1X′(logS)) δ // C
1(
∐
i,j Ui ∩ Uj , r∗Ω1X′(logS))
Pour voir dansH1(X,C) les diffe´rents sous-espaces associe´s a` la filtration par le poidsW0,W1,W2,
on utilise la proposition pre´ce´dente qui se traduit par : W1H
1(X,C) = H1(X, [OX
d→ r∗Ω1
X
′ ]) et
comme annonce´ : W2H
1(X,C) = H1(X, [OX
d→ r∗Ω1
X
′(logS)]).
3.3.2 Exemple de P1 avec quatres points marque´s
Appliquons la de´composition pre´ce´dente au calcul de la cohomologie H1(X,C) de la courbe X
obtenue a` partir de P1 avec quatres points distincts distingue´s {p1, p2, P1, Q1}(dans l’ordre) dont on
a enleve´ les deux premiers p1 et p2 et recolle´ les deux autres P1,et Q1. () justification du recollement.
Pour effectuer le calcul, utilisons le recouvrement standard de P1 par les cartes affines de coordonne´es
U = P1 − {∞} munie de la coordonne´e u et V = P1 − {0} munie de la coordonne´e v. On notera
UV l’ouvert intersection des deux cartes. Nous commencerons par calculer la cohomologie de courbe
comple´te´e X .
Soit f ∈ C1(UV ,OX) (on choisira u = v−1 comme coordonne´e d’e´criture sur UV). Alors f et df
peuvent s’e´crirent : f(u) =
∑∞
−∞ anu
n et df(u) =
∑∞
−∞ nanu
n−1.
Prenons pour g ∈ C0(U∐V , r∗Ω1
X
′), g0(u) e´gal a` la partie de dg(u) a` exposants positifs en u et
g1(v) la partie de dg(u) correspondant aux exposants ne´gatifs en u. Alors, on a, pour tout u ∈ UV :
δ(g0, g1)(u) = dg(u). Donc tout e´le´ment de C
1(UV ,OX) voit son image par d dans C1(UV , r∗Ω1X′)
annule´e par l’image par δ d’un e´le´ment de C0(U∐V , r∗Ω1
X
′), donc l’hypercohomologieH1(X, [OX
d→
r∗Ω
1
X
′ ]) c’est a` dire la cohomologie du complexe :
C0(U∐V ,OX) (δ,d) // C1(UV ,OX)⊕ C0(U∐V , r∗Ω1X′) d+δ // C1(UV , r∗Ω1X′)
est de´termine´ par l’image par δ de C0(U∐V ,OX) dans C1(UV ,OX). Cherchons donc quelle sont
les images des e´le´ments (h0, h1) ∈ C0(U
∐V ,OX). Comme X est donne´e par P1 avec deux points
P0 et Q0 identifie´s, on doit donc avoir f(P0) = f(Q0) et comme plus haut, on peut montrer qu’il
existe un e´lement (h0, h1) ∈ C0(U
∐V ,OP1) tel que δ(h0, h1) = f . Cet e´le´ment n’est cependant pas
force´ment dans C0(U∐V ,OX) mais l’on a :
f(P0) = h0(P0)−h1(P0) = h0(Q0)−h1(Q0) = f(Q0) donc il existe λ tel que h0(Q0) = h0(P0)+λ
et h1(Q0) = h1(P0) + λ
Posons h′0 = h0−λ( u−uP0uQ0−uP0 ) et h
′
1 = h1−λ( v−vP0vQ0−vP0 ). Alors h
′
0(Q0) = h
′
0(P0) et h
′
1(Q0) = h
′
1(P0)
donc ces e´le´ments sont bien dans C0(U∐V ,OX) et h0(u)− h1(u) = f(u)− λ( u−uP0uQ0−uP0 − v−vP0vQ0−vP0 )
et donc le coker de δ est engendre´ par l’e´le´ment (
u−uP0
uQ0−uP0
− v−vP0
vQ0−vP0
).
Cet e´lement est l’image d’un ge´ne´rateur de H1(X,C), il provient de la boucle dans X forme´e par
l’identification de deux points dans P1 (de premier groupe de cohomologie trivial).
Ainsi W0H
1(X,C) est de rang 1. On en de´duit que h0.0
H1(X,C) = 1 et,, la dimension de H
1(X,C)
e´tant 2, que h1,1
H1(X,C) = dimCW2H
1(X,C)/W1H
1(X,C) = dimCW2H
1(X,C)/W0H
1(X,C) = 1.
Afin de de´terminer α1(X) = α(H
1(X,C)), explicitons F 1H1(X, [OX
d→ r∗Ω1
X
′(log S)]). C’est la
partie de la cohomologie qui vient du noyau de la fle`che :
δ : C0(U∐V , r∗Ω1
X
′(logS))→ C1(U ∩ V, r∗Ω1
X
′(log S)).
Il suffit donc d’exhiber une forme qui n’est pas exacte ω ∈ C0(U ∩ V , r∗Ω1
X
′(logS)) et de pren-
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dre (ω, ω) ∈ C0(U∐V, r∗Ω1
X
′(log S)). La forme ω = ( 1u−p0 − 1u−p1 )du ge´ne´re donc F 1H1(X,C).
De´terminons les positions relatives de la filtration de Hodge et sa filtration conjugue´e. Comme elle
est de niveau 1, il suffit de trouver la dimension t1,1
H1(X,C) = dimC F
1H1(X,C) ∩ F 1H1(X,C) (qui
est 0 ou 1). La filtration de Hodge induit une filtration sur le dual du premier groupe de cohomologie
par :
H1DR(X,C)
∼= H1Betti(X,C) ∼= (H1(X,C))∗ = (H1(X,Z)⊗R)∗ ⊗Z C
Choisissons une base de H1(X,Z) forme´e de γ0 et γ1. Soit γ0 le lacet qui serait homologue a` 0 dans
X ∪ p0 et γ1 un lacet de´crivant la boucle forme´e par l’identification des deux points. Le resultat ne
de´pends pas du choix des ge´ne´rateurs du H1 puisqu’un choix diffe´rent revient a` multiplier la matrice
des pe´riodes par une matrice a` coefficients rationnels et pre´serve la coline´arite´ complexe. Inte´grons
donc ω sur les cycles :
< w, γ0 >=
∫
γ0
w = 2πi (c’est le re´sidu de ω en p1).
< w, γ1 >=
∫
γ1
w = (
∫ P1
0 −
∫ Q1
0 )(
1
u−p0
− 1
u−p1
)du = [log(u−p1
u−p2
)]
Q1
P1
= log(Q1−p1
Q1−p2
)− log(P1−p1
P1−p2
)
(L’inte´grale entre les points P1 et Q1 sur la courbe X
′ de´singularise´e de X repre´sente en cohomologie
le cycle cre´e´ par l’identification de ces points dans X ′, boucle non nul-homologue dans X).
La quantite´ (Q1, P1, p1, p2) := (
Q1−p1
Q1−p2
)/(P1−p1
P1−p2
) est appele´e le birapport des quatres points
Q1, P1, p1, p2 ( lorsque au moins trois d’entre eux sont diffe´rents ). Si l’un d’eux est l’∞ le birapport
peut eˆtre de´fini en passant a` la limite par (∞, P1, p1, p2) := P1−p2P1−p1 .
En utilisant la notation pre´ce´dente on a < w, γ1 >= log(Q1, P1, p1, p2). Supposons qu’il existe
λ ∈ C tel que le vecteur de C2 (< w, γ0 >,< w, γ1 >) soit proportionnel (complexe) au vecteur
obtenu par conjugaison :
(2πi, log(Q1−p1
Q1−p2
)− log(P1−p1
P1−p2
)) = λ(2πi, log(Q1−p1
Q1−p2
)− log(P1−p1
P1−p2
))
Le birapport est invariant par action de PGL(1) i.e ∀τ ∈ PGL(1), on a l’e´galite´ des birapports
(Q1, P1, p1, p2) = (τ(Q1), τ(P1), τ(p1), τ(p2)), d’ou` log(Q1, P1, p1, p2) = log(τ(Q1), τ(P1), τ(p1), τ(p2)).
Comme l’action de PGL(1) sur P1 est transitive sur trois points, on peut supposer sans changer
la condition de coline´arite´ que l’on a p1 = 0, p2 = 1 et P1 = ∞ (on garde la notation Q1 pour son
image par τ), d’ou` log(Q1−p1
Q1−p2
) − log(P1−p1
P1−p2
) = log( Q1
Q1−1
). Or la coline´arite´ impose que λ = −1 et
donc que log( Q1
Q1−1
) soit un imaginaire pur c’est a` dire que Q1 soit sur la droite ℜ(u) = 12 . Donc :{
t1,1
H1(X,C) = dimC F
1H1(X,C) ∩ F 1H1(X,C) = 1 si Q1 ∈ ℜ(u) = 12 ,
t1,1
H1(X,C) = 0 autrement et alors t
1,0
H1(X,C) = 1 et t
0,1
H1(X,C) = 1.
Notons M0,4 l’espace des modules des courbes stables de genre 0 sur C avec quatres points
marque´s. Il est naturellement isomorphe a` P1 − {0, 1,∞}. De´signons par XQ1 une courbe dans la
classe d’isomorphisme repre´sente´e par Q1 ∈M0,4, alors, comme :
α1(XQ1) =
1
2
(
(0 + 0)2(h0,0
H1(XQ1 ,C))
− t0,0
H1(XQ1 ,C))
) + (1 + 0)2(h1,0
H1(XQ1 ,C))
− t1,0
H1(XQ1 ,C))
)
+ (0 + 1)2(h0,1
H1(XQ1 ,C))
− t0,1
H1(XQ1 ,C))
) + (1 + 1)2(h1,1
H1(XQ1 ,C))
− t1,1
H1(XQ1 ,C))
)
)
Ainsi, le niveau de R-scindement du premier groupe de cohomologie de XQ1 est donne´ par :{
α1(XQ1) = α(H
1(XQ1 ,C)) = O si Q1 ∈M0,4 − {ℜ = 12}
α1(XQ1) = α(H
1(XQ1 ,C)) = 1 si Q1 ∈ {ℜ = 12}
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3.3.3 Ge´ne´ralisation sur P1
Soit X = P1 avecm points enleve´s p1, ..., pm et 2n points identifie´s P1, Q1, ..., Pn, Qndeux a` deux (on
identifie Pk a` Qk pour tout k ∈ [1, n]). H1(S,C) est de rang m+n−1, il est engendre´ par m+n−1
e´le´ments dont n proviennent des boucles forme´es par l’identification des points et m−1 repre´sentent
les lacets autour cre´e´s par la non-comple´tude de X . Le calcul de l’hypercohomologie est similaire
au pre´ce´dent, on recouvre X
′
= P1 par les deux ouverts standards U V munis des coordonne´es u et
v. Comme ge´ne´rateurs de F 1H1(X,C) on peut prendre les e´le´ments ωi = (
1
u−pi
− 1
u−pi+1
)du avec
i ∈ [1,m − 1]. Filtrons l’homologie par la filtration de Hodge : De´signons par γj j ∈ [1,m − 1]
les ge´ne´rateurs de H1(X,C) qui sont homologues a` ze´ro dans X ∪ pj et par βj , j ∈ [1, n] les lacets
e´le´ments du H1(X,C) repre´sentants les boucles donne´es par Pj = Qj respectivement et ne passant
par aucun autre point Pk = Qk pour k ∈ [1, n].
Les βj ne sont pas de´finis canoniquement mais modulo les γj . Changer la base du premier groupe
d’homologie ne modifie pas les conditions de coline´arite´ dans la matrice des pe´riodes car cela revient
a` la multiplier par une matrice a` coefficients rationnels.
Filtrons Cm+n−1 par F 1, on obtient alors m− 1 vecteurs :
(< α1, ωi >, ..., < αm−1, ωi >,< β1, ωi >, ..., < βn, ωi >) pour i ∈ [1,m− 1],
et on regarde s’ils sont coline´aires complexes a` leurs conjugue´s. On obtient une matrice A = (B,C) ∈
Mat(m−1)×(m+n−1)(C) telle que les coefficients de B = (bi,j)i∈[1,m−1],j∈[1,m+−1] sont donne´s par :
bi,j = 2π
√−1 si i = j,
bi,j = −2π
√−1 si i = j + 1,
bi,j = 0 sinon.
ou` les coefficients sont donne´s par les re´sidus des formes qui ωi. Les coefficients de la matrice
C = (ci,j)i∈[1,m−1],j∈[m,n+m−1] sont : ci,j = log(pi, pi+1, Pj , Qj).
La matrice des pe´riodes est donc :
A =

2
√−1π 0 ... ... 0 | ... ... ...
−2√−1π 2√−1π 0 ... 0 | ... ... ...
... ... ... ... ... | ... ... ...
... ... ... ... ... | ... cij = (log(pi, pi+1, Pj , Qj)) ...
... ... ... ... ... | ... ... ...
0 ... 0 −2√−1π 2√−1π | ... ... ...

Les vecteurs lignes de la matrice A engendrent l’image de F 1H1(X,C) sur H1(X,C) et donc calculer
t1,1
H1(X,C) = dimC F
1H1(X,C) ∩ F 1H1(X,C) revient a` calculer le rang de la matrice
(
A
A
)
∈
Mat(2m−2)×(m+n−1)(C). D’apre´s la forme de B ceci revient a` voir si chaque vecteur colonne de A
est oppose´ a` son conjugue´, or :
ci,j = −ci,j ⇔ log(pi, pi+1, Pj , Qj) = −log(pi, pi+1, Pj , Qj)⇔ |ci,j | = 1.
Finalement notons M0,m+2n l’espace des modules des courbes stables de genre 0 sur C avec
m + 2n points marque´s (p1, ..., pm, P1, Q1, ..., Pn, Qn). Il est naturellement isomorphe a` (P
1 −
{0, 1,∞})m+n−1 − ∆ ou` ∆ est la grande diagonale de´finie par l’ensemble des n − 3-uplets dec
points de (P1 − {0, 1,∞}) tels que deux au moins co¨ıncident. Ainsi :
Proposition 6 Le niveau de R-scindement de X est donne´ par :
α1(X) = (m− 1)− card{i ∈ [1,m− 1] | ∀j ∈ [m,m+ n− 1] , | log(pi, pi+1, Pj , Qj)| = 1}
Remarques : • Pour tout i, j ∈ [1,m − 1] × [m,m + n − 1], il existe τ ∈ PGL(1) tel que
τ(pi, pi+1, Pj , Qj) = (0, 1,∞, τ(Qj)) et donc le vecteur ligne i est coline´aire a` son conjugue´ ssi pour
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tout j ∈ [m,m + n − 1] il exite un e´le´ment τ ∈ PGL(1) tel que τ(Qj) appartienne a` la droite de
partie re´elle 12 .
• Sur les e´le´ments de H1(X, [OX
d→ r∗Ω1
X
′(log S)]) qui ne sont pas dans le terme F 1 de la filtration
de Hodge : F 1H1(X, [OX
d→ r∗Ω1
X
′(logS)]). D’apre`s le travail fait sur P1 avec deux points identifie´s,
la partie du H1(X,C) ne provenant pas des formes logaritmiques est donne´e par :
< (
u−uP1
uQ1−uP1
)...(
u−uPn
uQ1−uPn
)− ( v−vP1
vQ1−vP1
)...(
v−vPn
vQ1−vPn
), ..., (
u−uP1
uQn−uP1
)...(
u−uPn
uQn−uPn
)− ( v−vP1
vQn−vP1
)...(
v−vPn
vQn−vPn
) >.
Ce sont les e´le´ments de H1(X,C) qui proviennent de H1(X,C), cre´e´s par les boucles sur P1
venant de l’identification des points Pi et Qi. Le reste de la cohomologie est donne´ par la non
comple`tude de X i.e par les e´le`ments de H1(X ′,C), exhibe´s plus haut.
3.3.4 Les courbes de genre 1
Soit X une courbe alge´brique de type finie sur C et de genre arithme´tique 1 avec m points enleve´s
p1, ..., pm et 2n points identifie´s P1, Q1, ..., Pn, Qn. X
′
est isomorphe au quotient de C muni de la
coordonne´e z par le re´seau ΛZ = Z + Zτ ou` τ ∈ C et Im(τ) > 0. Cherchons les ge´ne´rateurs de
F 1H1(X,C). D’apre`s [Del3] ce sont les e´le´ments qui proviennent de H1(X ′,C).
Proposition 7 [Mum] Ψ(z) =
∑i=k−1
i=1 λi
d
dz
log(θ(z−ai))+cste avec
∑i=k−1
i=1 λi = 1 est pe´riodique
pour ΛZ avec des poˆles simples aux points ai +
1
2 (1 + τ) et re´sidus λi, ou` θ est la fonction theta sur
la courbe elliptique donne´e par ΛZ, θ(z) =
∑
n∈Z exp(π
√−1n2 + 2π√−1nτ).
On peut donc prendre comme formes ge´ne´ratrices de F 1H1(S,C) :{
ω0 = dz ,
ωi = d(log(θ(z − pi − 12 (1 + τ))) − log(θ(z − pi+1 − 12 (1 + τ)))) avec i ∈ [1,m− 1].
Soient α0, α1, ..., αm, β1, ..., βn des ge´ne´rateurs de H1(X,C) tels que αj pour j ∈ [1,m] soit homo-
logue a` ze´ro dans X ∪ pj et βj est un e´le´ment representant en homologie la boucle dans X ′ obtenue
par le recollement Pj = Qj (les e´le´ments βj sont de´finis modulo les αj).
Fitrons Cm+n+1 par F 1, cela donne m vecteurs :
(< H1, ωi >) = (< α0, ωi >,< α1, ωi >, ..., < αm, ωi >,< β1, ωi >, ..., < βn, ωi >) pour i ∈ [1,m].
Les < αj , ωi > sont donne´s par les re´sidus des ge´ne´rateurs de F
1H1 et les < βj, ωi > sont donne´s
par inte´gration le long des boucles βj i.e sur X
′, par l’inte´gration de la forme ωi de Pj a` Qj :
< βj , ωi >=
∫ Qj
Pj
ωi =
∫ Qj
Pj
d(log(θ(z − pi − 12 (1 + τ))) − log(θ(z − pi+1 − 12 (1 + τ))),
i.e < βj , ωi >= log(
θ(Qj−pi−
1
2
(1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2
(1+τ))
)− log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2
(1+τ))
).
D’ou` la matrice A = (B,C) ou` B est une matrice de dimension m×m+1 et C une matrice m× n.
A =

1 0 ... ... 0 | 0 ... 0
λ1 1 −1 0 0 | ... ... ...
... 0 1 −1 ... | ... ... ...
... ... ... ... ... | ... cij = log( θ(Qj−pi−
1
2
(1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2
(1+τ))
)− log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2
(1+τ))
) ...
... ... ... ... ... | ... ... ...
λm−1 ... 0 1 −1 | ... ... ...

ou` i ∈ [1,m− 1] et j ∈ [1, n] et les λi sont dans Z.
Trouver la valeur de α1(X) revient donc a` trouver les quadruplets pi, pi+1, Qj, Qj+1 tels que :
log(
θ(Qj−pi−
1
2
(1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2
(1+τ))
) − log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2
(1+τ))
) = log(
θ(Qj−pi−
1
2
(1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2
(1+τ))
)− log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2
(1+τ))
)
suivant la configuration des points pi, pi+1, Qj , Qj+1. D’ou` :
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Proposition 8 Le niveau de R-scindement de X est donne´ par :
α1(X) = (m−1)−card{i ∈ [1,m−1] | ∀j ∈ [1, n] , | log( θ(Qj−pi−
1
2
(1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2
(1+τ))
)−log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2
(1+τ))
) =
log(
θ(Qj−pi−
1
2
(1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2
(1+τ))
)− log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2
(1+τ))
)}.
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